
I Pismeni ispit iz matematike 1 I
18. januar 2010.

I grupa

prezime i ime studenta broj indeksa

1. U zavisnosti od realnog parametra a rexiti sistem

2x + y + z = 0
4x + ay − 2z = 8
2x + (2a− 3)y + (a− 4)z = 10− 2a.

2. Date su jednaqine ravni α i β:

α : x + y − 3z + 1 = 0 i β : 2x + 2y − 6z + 3 = 0.

a) Odrediti ǌihove vektore normala ~nα i ~nβ.

b) Odrediti proizvoǉne taqke A ∈ α i B ∈ β.

v) Ispitati uzajamni polo�aj ravni α i β.

g) Ukoliko se ravni α i β seku odrediti jednaqinu ǌihove preseqne prave p u kanonskom obliku,
a ako se ne seku odrediti rastojaǌe ravni α i β.

3. a) Odrediti Maklorenove polinome drugog stepena funkcija

g1(t) = 4√1 + t, g2(x) = cos 6x i g3(x) = 4√cos 6x.

b) Izraqunati:

lim
x→0

4√cos 6x− 6√cos 4x

x2
.

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) = ln
x− 3
x + 3

.



II Pismeni ispit iz matematike 1 II
18. januar 2010.

II grupa

prezime i ime studenta broj indeksa

1. U zavisnosti od realnog parametara b rexiti sistem

x + 2y − z = 2
2x + (b + 5)y − (b + 3)z = b− 4
2x + 4y + bz = 3b + 10
x + 2y − (b + 3)z = −3b− 4

2. Date su jednaqine ravni α i β:

α : x− y + 3z + 2 = 0 i β : 2x− 2y + z + 4 = 0.

a) Odrediti ǌihove vektore normala ~nα i ~nβ.

b) Odrediti proizvoǉne taqke A ∈ α i B ∈ β.

v) Ispitati uzajamni polo�aj ravni α i β.

g) Ukoliko se ravni α i β seku odrediti jednaqinu ǌihove preseqne prave p u kanonskom obliku,
a ako se ne seku odrediti rastojaǌe ravni α i β.

3. a) Odrediti Maklorenove polinome drugog stepena funkcija

g1(t) = cos(t), g2(x) = ln(1 + 6x) i g3(x) = cos
(
ln(1 + 6x)

)
.

b) Izraqunati:

lim
x→0

cos
(
ln(1 + 6x)

)− cos
(
ln(1 + 4x)

)

x2
.

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) = ln
4− x

4 + x
.



III Pismeni ispit iz matematike 1 III
18. januar 2010.

III grupa

prezime i ime studenta broj indeksa

1. Rexiti sistem u zavisnosti od realnog parametra c:

2x − y + z = 2
−6x + cy − 3z = −4

6x − cy + (c− 2)z = c + 2 .

2. Date su prava a i ravan β u prostoru:

a :
x + 1

3
=

y

2
=

z + 5
1

i β : 3x− 2y + z − 6 = 0.

a) Odrediti vektor pravca ~va prave a i vektor normale ~nβ ravni β.

b) Odrediti proizvoǉne taqke A ∈ a i B ∈ β.

v) Odrediti me�usobni polo�aj prave a i ravni β.

g) Ukoliko se prava a i ravan β seku odrediti veliqinu ugla ϕ izme�u prave a i ravni β, kao i
preseqnu taqku M , a ukoliko se ne seku odrediti rastojaǌe izme�u prave a i ravni β.

3. a) Odrediti Maklorenove polinome drugog stepena funkcija

g1(t) = 6√1 + t, g2(x) = sin(4x2) i g3(x) = 6√1− sin(4x2).

b) Izraqunati:

lim
x→0

6√1− sin(4x2)− 4√1− cos(6x2)
x2

.

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

y(x) =
√

e−x − e .



IV Pismeni ispit iz matematike 1 IV
18. januar 2010.

IV grupa

prezime i ime studenta broj indeksa

1. Rexiti sistem u zavisnosti od realnog parametra d:

x + 2y − 3z + 2w = 4
2x + 4y + (d2 + 7)z + (5− d2)w = 2d + 6

−3x − 6y + 9z + (d− 7)w = −12 .

2. Date su prava a i ravan β u prostoru:

a :
x− 2

1
=

y − 1
2

=
z

0
i β : 2x− y + 2z + 6 = 0.

a) Odrediti vektor pravca ~va prave a i vektor normale ~nβ ravni β.

b) Odrediti proizvoǉne taqke A ∈ a i B ∈ β.

v) Odrediti me�usobni polo�aj prave a i ravni β.

g) Ukoliko se prava a i ravan β seku odrediti veliqinu ugla ϕ izme�u prave a i ravni β, kao i
preseqnu taqku M , a ukoliko se ne seku odrediti rastojaǌe izme�u prave a i ravni β.

3. a) Odrediti Maklorenove polinome drugog stepena funkcija

g1(t) = ln(1 + t), g2(x) = cos 6x i g3(x) = ln(cos 6x).

b) Izraqunati:

lim
x→0

ln(cos 6x)− ln(cos 4x)
x2

.

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) =
−e2x

1 + 2x
.



Rexeǌa III grupe

1. Stepenast oblik je
2x − y + z = 2

(c− 3)y = 2
(c− 5)z = c− 2.

Odavde se dobija da:

1◦ za c = 3 druga jednaqina je 0 = 2, pa sistem nema rexeǌa;

2◦ za c = 5 tre�a jednaqina je 0 = 3, pa sistem nema rexeǌa;

3◦ za c 6= 3, c 6= 5 sistem ima jedinstveno rexeǌe: (x, y, z) =
(

c2 − 9c + 14
2c2 − 16c + 30

,
2

c− 3
,
c− 2
c− 5

)
.

Napomena. Sistem se mo�e odraditi i korix�eǌem determinanti. Determinante su:

∆ = 2c2−16c+30 = 2(c−3)(c−5), ∆x = c2−9c+14, ∆y = 4c−20 = 4(c−5), ∆z = 2c2−10c+12 = 2(c−2)(c−3).

Qeste grexke:

• Nesvo�eǌe na sistem u stepenastom obliku nego pokuxaji izvlaqeǌa sluqajeva iz nekog
drugog oblika (npr. sluqajevi c = 2 ili c = 4, a nedostaje neki od c = 3, c = 5 i c 6= 3, 5).

• Netaqna terminologija:

– ,,Sistem je nemogu�“ (pogrexno) umesto ,,Sistem nema rexeǌa“ (taqno) ili ,,Sistem
nije saglasan“ (taqno).

– ,,Sistem je neodre�en“ (pogrexno) umesto ,,Sistem ima vixestruko rexeǌe koje zavisi
od 1 parametra“ (taqno).

Sistem je uvek mogu�, samo je pitaǌe da li ima ili nema rexeǌa. Tako�e kod sistema
nixta nije neodre�eno (sistem je u potpunosti odre�en svojim jednaqinama), a kod sluqaja
vixestrukog rexeǌa i ono je potpuno odre�eno u funkciji od parametara.

• Kod kvadratne funkcije je ax2+bx+c = a(x−x1)(x−x2). Qesto se zaboravi a, xto daje netaqno
rexeǌe.

• Mexaǌe oznaka za matrice i determinante! Za matrice mo�e:

(aij)m×n ili ||aij ||m×n ili [aij ]m×n.

Za determinante se koristi samo slede�a oznaka:

|aij |,

pri qemu to mora biti determinanta od kvadratne matrice n× n.

• Neprecizan zapis rexeǌa, poput

Rp =
{(

8− 6p

5
,
−6 + 2p

5
, p

)
| p ∈ R

}
.

Boǉe (i taqnije) je zapisati kao

(x, y, z) ∈
{(

8− 6p

5
,
−6 + 2p

5
, p

)
| p ∈ R

}

jer se tada taqno vidi qemu je jednako x, qemu y i qemu z.



2.
a :

x + 1
3

=
y

2
=

z + 5
1

i β : 3x− 2y + z − 6 = 0.

a) ~va = (3, 2, 1) i ~nβ = (3,−2, 1).
b) Npr. A(−1, 0,−5) i P (0, 0, 6).
v) Prava a i ravan β nisu paralelne jer vektori ~va i ~nβ nisu ortogonalni (~vq · ~nπ = 6 6= 0), pa se
seku (u taqki).

g) Za ugao imamo da va�i sinϕ =
|~va · ~nβ |
|~va| · |~nβ | =

3
7
, pa je ϕ = arcsin

3
7
.

Preseqnu taqku M dobijamo kada parametarski oblik jednaqine prave a

a : x = 3t− 1, y = 2t, z = t− 5,

uvrstimo u jednaqinu ravni β:

β : 3(3t− 1)− 2 · 2t + (t− 5)− 6 = 0,

tj. 6t− 14 = 0, odakle dobijamo t =
7
3
, xto daje M(6, 14

3 , −8
3 ).

3. a) Makorenovi razvoji su g1(t) = 6
√

1 + t = 1 +
(
1/6
1

)
t − (

1/6
2

)
t2 + o(t2) = 1 + 1

6 t − 5
72 t2 + o(t2),

g2(x) = sin 4x2 = 4x2 + o(x2), g3(x) = 6
√

1− sin2 4x = 1 − 2
3x2 + o(x2), odakle dobijamo odgovaraju�e

Maklorenove polinome (koji se tra�e!) T1(t) = 1 + 1
6 t− 5

72 t2, T2(x) = 4x2, T2(x) = 1− 2
3x2.

b) Ovaj limes uopxte NIJE oblika 0
0 da biste koristili Lopitalovo pravilo ili Maklorenove

razvoje. Stoga se on radi na slede�i naqin:

lim
x→0

6√1− sin(4x2)− 4√1− cos(6x2)
x2

=

[ 6√1− 4√1− 1
0+

=
1− 0
0+

]
= +∞ .



4. Funkcija
y(x) =

√
e−x − e .

1◦ Domen je Dy = (−∞,−1].
2◦ Nula je za x = −1. Znak: za sve ostale vrednosti je y > 0. Presek sa y-osom nema jer 0 6∈ Dy.

3◦ Nije ni parna ni neparna (jer domen Dy nije simetriqan u odnosu na x = 0), ni periodiqna (jer
se nule ne ponavǉaju periodiqno).

4◦ y(−1) = 0 ⇒ prava x = −1 nije vertikalna asimptota.

lim
x→−∞

y(x) = +∞ ⇒ nema levu horizontalnu asimptotu.

lim
x→−∞

y(x)
x

= −∞ (treba 1 L.P.) ⇒ nema levu kosu asimptotu.

5◦ y′ =
−e−x

2
√

e−x − e
. Monotonost: ↘ (−1) x. Lokalni minimum je M(−1, 0).

6◦ y′′ =
e−x(e−x − 2e)

4(e−x)3/2
. Konveksnost: ∪ [− ln 2− 1] ∩ (−1) x. Prevojna taqka je P (− ln 2− 1,

√
e ).

Iz mnoxtva grexaka izdvajamo neke koje su se qesto javǉale.

• Za parnost ne treba odre�ivati y(−x).

• Funkcija nije uvek pozitivna, jer je y(−1) = 0.

• Zbog toga xto je domen Dy = (−∞,−1] ne treba tra�iti limese poput lim
x→1+

y(x), kao lim
x→+∞

y(x).

Tako�e za x = −1 funkcija je definisana, pa ne tra�imo graniqnu vrednost lim
x→1−

y(x), nego

vrednost funkcije y(−1)!

• Funkcija ima lokalni ekstrem: to je minimum M(−1, 0). To jeste najmaǌa vrednost u svojoj
okolini, tako da je to lokalni minimum!

• Samo jedan student je uradio taqno nule drugog izvoda! Razlomak je jednak 0 kada je brojilac
(ono gore) jednak 0, tj. dobijamo e−x(e−x−2e) = 0. Proizvod je jednak 0 ako je neki od qinilaca
jednak 0, tj. e−x = 0 (xto je NIKAD jer je eksponencijalna funkcija uvek pozitivna) ili
e−x − 2e = 0:

e−x − 2e = 0 ⇒ e−x = 2e = eln 2 · e1 = eln 2+1 ⇒ −x = ln 2 + 1 ⇒ x = −1− ln 2.

Sada ostaje jox da odredimo prevojnu taqku:

y(−1− ln 2) =
√

e−(−1−ln 2) − e =
√

e1+ln 2) − e =
√

e1 · eln 2 − e =
√

e · 2− e =
√

e,

odakle je P (− ln 2− 1,
√

e ).

• Iako niste sve ispitali, skicirajte grafik (i netaqan grafik koji liqi done�e vam koji
poen!). Crtaǌe grafika se radi istovremeno sa ispitivaǌem toka, tako da ve� nakon 1◦ i
2◦ kre�ete sa skiciraǌem grafika!


